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Out ouvrape ust cnnfannc uux nouveau* programmes mi» cn place ;i 
compter tie ia rcntrce 2QO-i, 

II esc a newer que les progn mmes de PS3 et PSD nODt idcriliqucv 

IjCS Nouveilut Precis Ureal sonl Je reJlet d une evolution -ties habi- 
hicb dc travail des crudianis eri prtpa* sdemiftques FSl cu PS I" . 
Rigueur, methode et daitc sorl suns donre les leitmotivs de cctie 
cvoludufi. La ituse tn pajae ut Lapped tie couteur accocnpagncnt. 
erl la SOUlignant, la structure du content* divisc en trois parries 
cornplemeniaLres : 

* Ijc C. shits C>r compost hJiv delink kilts, iheomrAOi ut puts 
prietes rccessaires ct su Ptisan ts. L’objectU cst clsdr : rout Ic pro* 
pmmr. rien que le programme. Ibus les ihenrumcs. alnsi que- 
les printipak-h pmpnrtcs, som <lniu>mk-s tfrt detail. Paribis. 
une demonstration simple a craHir pourra faltX.* l'objel d'uu 
premier cxcrcicc d'appJkittion stimulant. 

■ Les Methndt's ennstitueni tm point Important des Notr- 
vea lis Pn:eis. Erudlants ct professcurs savent combiun ic plus 
deLirar, Inrsque Poo aborde un problemc. estsuuvent la phase 
de demarra^r r/w qmi bout h prendre ? Deux temps cornpu- 
su mettle Uuuvelle mbrique. 

I ■, hmjjiI ii explicLte. un une fichu dc-synthese, Les demarches Its 
plus CourarH-us. Dus niisu.h ■ i oeuvre illustnent evs demarches 
parties caerdcis clas&1que&, wire qjiwon[uumd9lt^i 

< Jus Exerdccs, toupurs aussii nombreux que dans les c’-di- 
liOitS precedentes-, sunt classes scion I cur deg re de ^Viln Like 
du niveau 1. qui currespund a tics cxcreiees soun-rit prochcs 
du enuts, au niveau 5, mirirts m nmspa re nts ■ . pe niveau 2 
propose des sujets de eolles raiscmnables. 

Dans tous les cas, ces exurcicen s-nnt calibres en fonciiotl de Ce 
que Ton peril vurttablemenl attendee d un erudiant cn vuc tie 
la preparation immediate des concours 

les. indications appurturil un coup de police qui peut ctre 
bicnvcmi lorequc Ton travaillle seui 

Tous tus cxcreicqs onr unc solution, dtlUiliCC uu plus sum. Lilcte. 

Il nous a pare indispensable d'accnrcter .l ccs deux derniires par- 
ties. les Muthodes ut les ILxcrciccs une place Importance, cqtnvst* 
IftUe i uelle du Ctjurs. an fi] tk 1 ^ sept chapitres que enmpnrte cc 
ttsme ronsacrc 1 a l'algcbre ci j la jeeumutric Ces cquiJibre |iermet- 
tm aux eaifliarus dc PSI tiu W de disposer d'un ou til de travail 
cumpicl. adapte au rtllime pmyressif et stJurenLi tie la preparatior 
aux contours. 
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Dans ce chapilre. K d£signe Is corps des complexes ou le corps des reels : K = C ou ft = R. 
Les element-s de K sont appelfe les scalaires. 

Definitions ou prapri&fc vu^s-en premier^ ann&e sons rappeltes a litre de formulaira . 1 ]h 
Le caltu! matriciel, ™ en PtSl ou MPSI n'est pas repris on deuxime an die. % 121 



A. K -espaces vectoriels et K -algebres 



I* Definitions, regies de calcul et exemples 

1 . 1 — Espaces veeioriels 

Un 'K-espac« vectoriel '* 1 ;i: ou espace vectoriel sur K est un triplet (E. +. •) to*me : 

• d'un ensemble e non vide dont les elements sont appeles vecteurs, 

■ dune operation dans E, nntee +, telle que \E.+) sort un groups cammutatil 

< d'une loi de composition exteme sur £, a operateurs dans ft n ' 

not^e lA.jti -• x x, '* qui virifiE les prdprifrtfa suivantes : 

(1) tile est distributive par rapport a la somme des scalaires : 

Vl X r ji) = K 2 , Vx e E. (X + p.1 - x = X - x + ji ■ x 
(2} etle est distributive par rapport a la sommne des vecteurs : 

V X e ft V(x.y'ie E 2 . X- fx + y) = X- x + X- y 
(3) on a l F associalivrt£ mixte : 

VCX.pJe K a .V.T€ E. X*(|l x) ■ (Xfij ■ x 
{4) l est operates neutre ; 

Vx c E, lx* x 

SI n'y a pas darrbiq Ate. le r.-espate vectoriel ie, ♦, ■ i est plus simplement note E- 

F-spacu: vcctfHtt:l prodult 

Soil Ei fcn des sfe-espaces vectoriels et E = E 3 x . . . x E n . On munit E 

a) de raddition defioie par + = {*i +yi,.,, r ^ + jjn) 

b} du produit exteme defini par x> fxi,... F xn)«(x xi x- x„) ou 

Cxi Xii ). tyi yn> sont des elements quel woques de E et K est dans ft 

Avec ces lois, E est un K-espaoe vectoriel. 

Consequences 

H” est un H-espace vectoriel, 

C n est un C-espace vectoriel. C'est aussi un R-espace vectoriel 
Fxna cc vcctiinel d e foncTions 

5oit A un ensemble non vide et E un ft-espace vectoriel. On mural Tensemble E 4 des 
applications <te A dans E tfune addition et d'un prod vie extern? detinis par : 

la somme / + y d'elements de E^ 1 est I'application / + g : x -? jftx) + gt.x't 
pouf x e K elf e e\ le produit \ ■ f est I'appplication X / ; x *-? X/ixi 
Muni de ces (oisi E A est un K-espace vectoriel. 
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^ En jbnge : h-e-v. 



^ Nl C'*s 1 un? appiiGMiw 
de M X E dirt E. 

*■* ' ' Vs«ilv™*rt. v< *xrt? 
Xv Am lieu de ). m. 
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k-njM:nvnC^!i»ls«! Kulgfrtores 



Conseq uences 

1 } L'ensemble E.’ ' des suite reelles muni de I'addilion et du pruduil par gn mel usuefc : 

- (jfin > + (yn ) = (xh +• yn), . du pnsduit par un rtel : AUn.) = <X_Y n ) 
est un Rnespace vectorief. 

2 } L'ensemble £■ ■ des suite complexes esl, pour les operations usuelte dbddition et de produit 
par gn compile (resp. par ur reel), un C-espace vectoriel (resp, un R-espaee vectorie^. 

3} L'ensemble R J des fonctions reelte definies Mir une partie l de R est, pour Ik operations 
usuclte d'addrticm et de produit par un reel, un 3-espaee vecteiel- 

Regies de cakul d*n$ wn t *patc vectored 
(E r + r -) est un Ktepace vectorial, 

• Vats £. 0-.r= ® E V fc.e K k ■ 0 E s 0 C 

■ Va.*) e K x E. h - x = % =*■ (i =0 flu 

■ m, JS) E k K E, (-A) ■ X = \ ■ (-X) a -(A ■ x} 

m V(fc. fJL.Jtple Kx K M £ K B r 

k ■ Or = y) = \ ■ jr - k • y (A — jk i ■ x £ A ■ x - p ■ x 

P fl £> n 

- V(Aj )i w e W\ YUftm « (II X ‘) ' H *t = T. L ^ 

1 p 1 j»l (ai 



1.2- Espace vectoriel et anneau : K-algebre 



Fjtetnples dc -a lgebres 

\ ] L'ensemble K s des suites sur K muni : 



il 



3) 



■ de I addition Li-uel le de deux suite,. 

* du produit d'une suite par an seabird 

m du produit usuel de deux suites : (x^X tj„ > 

est un K-espaee vectorial er un aneou tommuiairFdont I element unite est ta suite consume 
pgfile a [, 

L'Msemble K 1 ' des applications de I dans K muni : 

> de Taddition osoelle de deux fonctions, 

■ du pnoduil d'une Foncn on par un scalaire, 

• du produit ijsijpI de deux functions,. 

est un H-espace vectoriel et un anneau commutatif dont l r 4lemenl unite est la lonction 
constants e^alo a l. 

Dans I'ensemble VIA I dss pc gnomes a Lupffiutdnls duns I< (uul pulyndne Pe ktA 5 s' tint 
de rnancere unique P = \ u rj .V'" du la sails des coefficienis i cej, > lt - rj £ [<' ' est riulle a 
mh| 

pafflrd'un certain rang. 



Les operations usueiles sur K[A| sont : 

* I 1 addition ; ^ a n X fl + ^ iv, X' * - ^ (on + bn > X* 



i 1 it. Si 



ne \ 






■ la multiplication par un sealalne : k ^ onX 11 = ^ *g,iX" 

heN naN 

. le produit ; J OgX n J ( b»iX n ) - ^ a* \ -* ) X* 
ncN n^N nch kHI 

Muni de ces trois pperations, Ktx] est un K-esp&ce vectoriel et un anneau commutalif. 
L'element unite est le poljmdme constanl 1. 



Ces esiemples s'inserent ttons un conterte g^n^ral qui est dffini ci-apres. 



Lh.ipiirr- 1 : EipacK wctorkk AppJifjJticms livjim 



i’ Cftl Du uli^lire iul K. 

I'Tl 

r: ,’, LkuellnnenC Cm nute 
*u liru dt j-sty. 

101 C'wt-i-dire lu^quif 
la mdc^icHion mtnie x 
eil [ummutalire. 



I'-Qjl 

f v. ■ Aw>: par f{inwfitun 

YwE A, *i q =1ji. 



l5t;hni.Ek>n £ 

UlW K- al gebre '* ' &l est un quadruplet {A, +. -,x) let qtw : 

{1 } (A +, ■} est un K-espace *ed»hel r 
( 2 } rA,+,x) est un anneau, % 

( 3 ) Vie K, VtjtLyjE A 2 . A. ■ (jt x yj = Ot ■ Jt) x y = x x ■ y) 

Une K-alq&bne (A. +. ■, x >«t commutative: quand ranneautA. +, x > esltQiiwnulalif . ir >. m 
S i I n'y a pas d'ambiguite, la K^lgebre (A. 4, xj fit plus simptement ncrt£e a. 



Remarque* 

1 ) tons les irqH exemples , le pruduii (extern e) par un scaL&ire n J est autre que le produit (interne) 
par une suite constante, ou par une function constants, ou par un polyngme constant. 

1 ) R esl one R-algebre ; les deux multiplication* hnt-eme et Cexterne. coincident, 

C e&t une ; -a gehre, mais au&si une ‘^-algabre. 

Regies de ea lcul duns mle ' .-iilgebre 
(A. +, ■, m) est one K-algebre dfunite 1 A . 

* Vi A ( W p e K p . Vi'xi J | fc A p VdijH^c K«, ¥(^,6^: 

( S = 5^ J2 ** ^ ljq * ^ 

i=l i=I 1=1 J=I 

A 

» Si jt; y commutent dans A : .ty = yx, alois 4,je + y/ 1 = y^lCj, **y n-t . (8,1 

fc-tl 



2* Sous-espaces vectoricls, sous-aJgebres 



^ ' Ia ' {fl-t) est Ip huh- 
pipace nut cfc E, 



2.1 - Sous-espaces vectortels 

i'£, +, -) est un K"§space vectoriel. 

t UHiililum i . _ 

Une partie F de E «t un sous-etpace vectorial d# F. lorsqm? : 

a) Fit 0 r 

b) F est stable p®ir ('addition Vi>. y)e F 2 ; *4 ye F r 

c ) F e st stable pour le product extent VtA.x) e K x F A j x e F. 

Hemarques 

* Tout swiis-espace vecloriel tie E cootient 0 £ . 

* E et {Of ) sont des scws-cspaces vect oriels de E. ** 1 151 

* font donne a £ E, le sous-ensetnble K □ * {A- a / X e K} et un sousepace vecinriel 
■de E. On a K t) E a fO E }. 

Si a * 0 & le sous-espace K a est appele la droits i/edorielle ungendree par a. 

Qforiffle 1 

tlant donne un sous-espace vedorid Fde fE, +, -) r 

a ) Les l«s * composition interne et e*teme de E induisent des lots de composiuon interne 
et exteme sur F 

b ) et pour res lots irduites. F est un K-espacs vectoriel. 
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Remarque pratique 



Le principal inieret d? ce Ibeoreme est dk montrer de Fa( 0 n icjonomique que Ton esc BO 
presence d'un espace meclorieL en mettant en evidence, si t'est possible, une structure de 
sous-espace vector i el. 




larial 




** * llj Enurtfafe dei Ifffr- 
talnm Hr I dam K 



llKCfllplf 



■*4 1 2 Pcu li rddten 
Jenii? ilHiniP par iirnfofr 
HQP, 



K MKtawli et K-J9MHK L 



Ewmplcs 

111 i etant un interfile de R, W ** 111 ' est on K-esp»ce vecturiel. 

- K) (qu 'tfil. KJ) ensemfcls des applications continues de J dan* E< Pit un sous-espace 
vedone* de KVH!/K) «t done un k-espaoe mtoriel. 

• S 1 i/. K 1 ensemMe des applications de i dans h derivable? sur f est un sous-espace vectoriel 
de-'fid. KJ, 3 1 (J P K) est done un X-espace vKto*iel, 

• i \l, K> r k -- 1 , ensemble des appl ications de l dans K, k fois conlimument dcriva blut sur 

f »t un sous- wpe « mtoriel da J L <J, K). ^ fc ( done un k-espace mtof iel. 

Pdur [out if S* 1, 4*7/. K) Kt un sws-espaCfi vectoriel de t k Hi, K). 

2 ) iL'ensemWe des suites bomfes d'elimciits de K. est un sous-espace vectoriel de K . 
MI.K) est done un k-espace vectwiel. 

3 ) Si {un) est une suite cTflements de K I'enswible [n € N / u n * 0 j an est le support . 

Uw suite est dite presque nulle si son support est une partie majoree (done finie^ tie K 
On note K ;r ■' Eensemble des suites presque nulles d 'elements de K. 

K |, ' J ‘ esi un sojs espace vector rel de k\ 

Dope, I'ensemble K |!ji dm Suites presque nulles de H est un K-espace vetlOnel. 

Theorems 2 

F c E est un sous-espace vectoriel de E si el seu lenient si 

F * 0 et VU.jil e K* t VU.y)t f*. A, ■ x + |t yf f. 

Remarque 

Dans un conteifle de sous-espaces vectariels, on etudie I'appartenance de Or: I F : 

■ Of e F donne F*0, * Of e F r atom F n'esi pas sous-espace de £. 

. La reunion de deux suus-espaces vector- els de E est encore un sous espace de E si et seuleroent 
si !’un ci 'eux «1 irdus darts I'aulre. 

SoilF et G des sous-espaces vcctoriels de E. 

1 > Si F c G r Fu G = G et Fu G est un sous-espace de E, 

2\ Si Fa □. tlexiste/E F\ G et si G tz F, il eniste g e G t F, 

Ators / + y if FjC, En effet supposons par esemple que/+ g e G. 

En posant ~ f + g. on a alo*5 / ■ $ — g, auec ^ e G et ft* f G et doiK / f G H 
corttrairement au choix de / e F\ G. 

G n'est done pas stable pour I'addition el ce n'est pas on sous-espace vectorid de E, 

, PmfrfUcie 1 

Etant donne une famrlle (Ft^j de sous-espaces vedoriels de E, 1'iinlersectiofi F * p] F, «t 

df 

un sous-espace vectoriel de E, 



DclinnJnfl Hi 

Eta r t donne une partie A r E, I'interseetion de tous les sous-espaces weci&riels de £ pui 
wntiennenl A est *5* 1 ] ' 2 1 le plus petit sous-espace vectoriel contenant a. 

On Eappelle le sous-espace vectoriel ervgendre par A, et on le note VecuAL 

Hemarquons que Vect(0) * {0 E }. 

A esi un sws-espacevecfofiel de E si et seulement si VecM/D •= A, 

Mitfaodt 

Pnur montrer qu'une p^nse- B de E est (e sous-espace vectori el engendne par gne partie A, 
on pourra prouver successivement : 
a) A CO, 

C2> O est un sous-espace vectoriel de E, 

{3) $i un Wui-espace irectociEl F de E contient A alors il comient £t 
Avet (1) et (Zj. B est element de \a famillf des sous-espaces vectoriels de E conienam A. 
Alors (j) montreque a est le plus petit ^Jtjmentde cene famille. 

Copyrights 
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j Ctwpitne i ■ ispacs mtaMi liOealres 



Exempts 2 So«i ia'i'ij. uwwSe d'ttimentsdeE, X * \x, | re NJ et h " l'«H«Tibie de suites pmque 
nukes d'elemants de K 

On pose : { JZ ^ iXi f e 1 ' ' } ■ Montrans que B = Veil! X l 



^ 1 1 H 1 S^mbole de 
Krmwtbff. 



1 1,1 Ceil une jHH&e de 
I'aipace iwdonel K*\ 



{1) Bconlientx, 

Efi eff-frt, pdu t (out i e la suite . cktinie par (fe,* = ] el ftp- = fl si i *j) ^ 1 ] ^' 

appanient i IK 1 ■* ‘ etona ^ = Xi donees B. 

&T 4 

(2) H est un sous-esf>ace vectorial da K. 

En effet, pour K ■ ^ , {Xifa £ K'^' et y a £ K 1 "*- 

reN i€\ 

quels qua SOlenttt #1 (3 dans K, la suite (a At + fi m.i)^ est presque nulla a[ on a : 

ajf <* |iy ■ ^fa X; 4 |J ikXjq 

teN 

(3) Si un wus-espace (reciofiel F de E contient X alors il ionih&nt B. 

En eflet, si F contieni x r pour tous ■scalaines X*, , Xt X^, * F tonHent - 

X^xi, + +• . - - + x^Jdfp 

App lication 

Dans qn Comsidarales suites Ai = et O = {B^ / n e 

WtlD) est la squs-espaca K 1 J *5 suites presque nylle?. 



Ca 1151 ■foute StliJi-^gHire 
dr A candent 0* el Iji 
lunik' dr I'dnnedul. 



^ ' 1&l Cjumir is-e, le CiSi 

des scus-esatfes veccodeK 

ofi dBpW# d'une lirlliudr 
rounumiqur pcur men™- rn 
evidrntr unr structur dr 

.•.dlyrLinv 



1. 1 — Stiuni-iilgcbrcs 

IXdinLrloin 5 

Si {A. est ime K-f Igebne, O c A est appelee une s&us-al g£bre de A lorsque : 

(1) (B, +, ■) esiun scws-espace vectorml de (A +, ■). 

(2} (B, +. x)esi un souS'-anneau de (A. +, x)A lLo ' 



hoprlfi^ 2 

Etani donna une sous- alqebre B da A(+, x 1, 

a ) las lois de- composition intenne at axterna da A induisenE das lois da composition interne 
at eictarrw de B, 

b ) pour ces lois induilas !i ast use K-alqehra. 't 1]lil 

l lieuri'm*' 3 . . 

J?c A est uw sous-algrebre de A si et seulenunt si : 

(T) Vi x y> € B 2 . VfX.pA.)e K 2 , X.V + jajje B 
(2) Vlx, I,r}€ if. x x ye B 
(3i l A e B. 

Cjfv (3) donne B * 0 el jvec (ij, (B. + r ■) esl un stms-espace vectorial de (A. +, ■). 

( b. + J est done an partiorlier un sous-^oupe de < A. +> et oompte tenu de [3J et (3), iB. +. * ) 
est un Mhis-artneau de CA. +, x). 



1 L J ' On ««!*■ I« trc»5 
hypoflteses On thwrtrra 
pracMenc 



^ Paur la relaiHin 
d'rmJ^ (Jafima p» I'lXhJ- 
sian. 
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Propriety 3 

Soil ( D, )„ j une famine de sous-algebres de A. AJqrs p]B, estunesous-algetared* A. ^ n7 ' 

j st 



llvJiuiEiun. (i 

Etant donna Pc A, l infersection de tqutas las sous-algabras de A qui contiannanf r ast la 
plus petite % |1S| KHjs-algabre de A c cm tenant P. 

On I'appelle la «ws-algebre de A engendrfre par P. 

Copyr i ghted mater ial 





Appk^rion^ lintare-s 



B. Applications lineaires 



Dans cette partie. £ et F sont des espaces vectoriels sur le mem? corps IK. 

1* Definitions et propdetes 

■ team don fie des ?. espaces vectoriels £ el F. une application./ de £ dans F est appelee cm? 
application lEntalre uu mwphisnise de K-espaces vectoriels lorsque : 

a) yl e e 2 , J"Usc + y) = /l>.) +/(y) 

b) V{X r jfJeKx E./U x)= k fix) 

■ Un isomorphisme d'espaces vectoriels est une application lintaire bijective, 

■ Un endomorphisme de £ pst un? application Im&aire de £ dans K. 
m Un au tumOr phi Sme fit ufl endomorphisme bijedif. 

» 56(E. F > est I'ensembJe des applications lineaires de E dans F 
E i Fwprimi! quTrl exist? un isomorphisroe-de E vers F. 

Isom(£. F) flsl I'ememblf! des isomgrphismes dp E vm F- 

■ 3(E>«t f ensemble des endomorphismes de E. 

Autd E r Kt I 'ensirnb ! r des auLOmorphismes du E. 

■ £tanl donne / € Z£(E.F), /(0 £ >-0 f , E, -fix) 

. Une application/ de E dans F est IreairE si eE seulemanE si 

VU. uJ e K, ¥(.?., j? 2 . /t’k ■ x + j* - y) = k - fix) + p- ■ /ty) 



2 * Morphismes de (K -algebres 

Soit fA. +„ x , • i et (A r . +, 5c t -} des K-algttmes, 

J>cfijiJiJon 7 . . _ _ . ...... 

Un mwphisme d'algebres de 1 (A. +. x. ■) dans (A 1 .*, m. ■ ) est uw application de A dans A 1 
qu i est A la fois 

* un mofphisrw d'anneau* de iA,4, x) dans LV„+, x) 

■ et une application liateire derA+ 0 dans (A f .+ P -). 

Si/ est un morphisme d'alqiH&res de (A. +. x , ■) dans <A', +. alnn/iljii) = 

¥ta,b)e A 3 ', VXeK, 

fia + b) ■ flair +■ fi b) J{at>\ - /( □)/!>} fik ■nlii -/(a) 



3- Image - Noyau 



Dans ce paragraph^/ esc un Element de^E. Fl- 
m Image :1un sous-espate 

Istant donnt 1 un sous-espace vectorial A ae E, reasemhle /{A} est un sous-espace vectoriel de F. 
m /{£)» t un sous-espace wctoriel de F, appele fimiage de / et note Im/. 

• Image reciproquc d'un sous-espace 

Soit l? un sous-espace vedoriel de F. L'image reciproque / -1 i BJ de B par / est un sous-espace 
vectociel de E. 

• Le sous-«pac£ we*oiiil/ _1 (O r > est appe!4 le nov^u de/. On le note Ker/ 



ThivK-mv ■> 

Une gppljqalion i ineaire / de E dans F esl injective si et seulement sr son noyau est le 
saus-Espace nui de £. 



Copyrights 
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Chapin ' EspwK nctafek AppHaltiK Malm 

4. 2E(E,F) - i£(E) - CL(£j 

-i. 1 - Espacc vcctoricl iftE. F ), K-algtbrx; ME) 

Thfiorfeme 5 r 

font donne des K-estwops vectoriels E el F, r ensemble ME. F> des applications Ingres 
de E dans rest un mus-m|m« wdoriel de (f^, +. •}, 



Tllturvrm: 0 ^ . 

Coroposee d applications lineaires 

Sail E, F. ft des W-espacK wctoriels. 

5i on a/ e. 5MR. Fietye #tF e), algisjp*/ ret dan$5M£ G). 



_ 'I 'hour true 7 . 

fonldonne/€ ME. FJ et ge M.F.Gl 

a ) [jij y d / c Imy et Ktr g * / z> K*r/ 

b) <) of = O e=Sf Im/ Liter y 

... „ I'htoartu- h _ — .... - . _■ 

Kalgtfart ME'. 

Muni de la somme d'applkations. diu praduit tfune application par un &calaire et de la 

' l * : Non CMiwuiadve composition d'appticalions, +, ■, e)«t une X-dgttre ’ ,y ‘ 

«n grintral. 

• Soft/ e ME). On pose f* • Idi E , / l */. et pour n€ ftl, z”* 1 s/ N o J. 

Lre endomorphism pS/ 11 ,. avuc n e N, son! les it£r£s dp/. 

POur tout ft e IM et p e NL J r □ f p * f* °J n ■ J***. 

■ / e ME) "si dil nilpotenl ItuiquP I 'un dp SPi Hares est I'endomorphisme nul sur 1C. 

Si/" m 0, pour tout p 3= 0, J n * F == 0. 

lixemple 3 Exempta dp eakuls dans /<£>. Anc/etptibffifttsdefflE): 

11 (Id e -3/) a = id*-G/ + 9/ a 29 [f + $? =f + J vg + gof + t? 

3-) (/'-£> o (/ + #> = Z 1 - ^ +/c.y-yo/ 

49 f - 5/ * SId E - [f - 3 ld E }o [f - 21dcJ = (f - 21d £ ) o (f- 3 Id E > 

Excmplti 4 Exempted'endomorphisme nilpotent. 

Consider^ respare vectoriel E = K n |Xl ct remlomorphisirie D. derivation de polynftmps. 
Pourtoui Pp K n [X|, IT'iZ) = 0, dWtCO"* 1 =0. requi mgntTeque D«TnilpoTenl, 
PuisquE rytx") = «1 P on a of 1 * % ; on dit que D esl d'indice rt + 1. 

4.2 - giue:i 

Theo-rcme ? . „ 

Isomorphisms retipraque 

Eiant donns dps K-psp^tes vpcioripH £ et F, et un isomorphiyne/ de E ms F, I'appdication 
/ _1 dp Fdans e nt lineaire. 



. Tth'iifijaisc 1<» , i ...__ 

Si Eest un 14-espacevectonel, 'iAutiEi. gj est le giuupt' despiements iiwEfsiMesde I'gnneau 
tatE),+, o). appele le groupe lintaire de E, note QUE), 

Excmplc 3 Sait e un ^■espacp wctortel el u e MEi tel que ti B - 0. Montrons que +u e$t un 
autHTwpNtme 

On pOLiTri exprimpr son invprsp a f’^idp d'gme soiWie d'iterCS dp u. 

ld,E “ Idg + li 5 = (ld^ +u) o (Idf - u + li 1 - u * + h j ) = r]il £ ~ le + u z — u'- 1 + u 4 ) o ( ld E +u ) 
montoi? que Id^ +u est inversible et que son inverse est Ids - w + - u 3 + u 4 , 
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famines libras, gfoTtatrujej east; - DimertMO 



C. Families libres, generatrices 
Bases - Dimension 



r««nwl d* « qm a era 
mi e-i Aigitora - Gtomttne. 
MPSI cm PC 5 I. 



E est un fa-espace vectorial, Bens ce tfwpitre, K dwigne s pu C- *± ;2fl ' 

1* Combinaisons lm£aires 



^ 1 ^ 1 On. la rrilE, par 
e-xem jilf. He, buf - 



1 . J — Families d’elements de E 

m l;np fami lie d'elemenls de K indexee par un ensemble l esl j re application de J dans E. r < 1 2 1 1 

L' ensemble des Families d'elements de e indexes pa r j' tsl E ; . 

Une famiHe (cdrel esl dite finis Inrsgue i at un ensemble fini, 

* Le support d'une fa mi He ( cj r est le wos-ensemble ( i € I / ei * 0} note Supp (-c< j , 

a Une Famille (ci)^ , de- support Uni esl dite presque nulle. 

U ensemble des Families presque nulles d'eletnents de E. indexees par J, est note Jl 11 '. 

■ Soit ( ci j une fami He de E et J c j. On dit aw (fj Fj* j est ur»e sons-famil le de ) fc t . On 
dit aussi que esl une sur-familla de (c^j, 

1,2 - Combinaisoas liiveaires d’£L£ments tie e 
m Sait (o>ib r une famille d'dernerts de E. On dit que xe E est combi nation I i ncairc de fa It t 
lorsqu'il enisle une famille de Scaldires I .K r I ,, f de Support fini J telle Que- x = ^ fycy . 

Pour i f { \ J r on a ki = 0, c£ qui auldnSe a £cnre x = ^ A(Ct. 

fc J 

m Sort A une parti? de F?- On dit que k ra E est cratibinafson linPairfr d'£lemenis de A brsqu'il 
est combinaison lineaire de la famille (nJogj* des elements de A, 

a L'ensetnble des tombinoiHms lin£air« d'eliments de A est le sous-espace vectoriel Vm±MJ 
enqendre par .4. 



2 . Families generatrices 

P ftant donne un sous-espace vectDriel f-'deii, oncfitqu une famillffa},,- j e t " 1 est yen frratrice 
de F lonque Voct ( ,■ ] * F . 

■ Tout? sui tamille dune tamille gineraitit# de E est encore une lamille genfcatrice de E. 

■ Salt t: -et F des K-espacei veclunels Cine 'i\E. F.F. 

Si fa j lr r est une fa mi lie qeneralnce de t", aldrS I ufqHfaj est une lamille yen^ULiice de 1m tr. 



^ CH: ' J wi tlnl. 



3* Families libres, liees 



Dcfiiiitltms 

• Une familltfinie non vide 1 - u ' est fibre quand 

K J ) t *0 E * Vj'c J. kf =0) 

JC.J 

. Una Fjirnlle rum vide (nJ- teJ e E 1 ' est libra si routes ses sous-famillas finies so rt libres. 
On dit aussi quc- n*s . hitmen's d'une Faivulle libre sent lipeairemcnt in depend ants 
P Une Fan'll? ?st dit? life quand elBc n'esl pas i ibne. 

On dit que ses elements wnt lin^afrenient dependants. 

nnrwrinhtpJ 

I 1 ZJ 



^tprial 
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_ d»jmr* I : Ispsoss WKtofsfe AppikasOTS Holm 



Proprictcs 

^ |S4J ur* f.imiir can* ■ Une famille a uh element fjfl est libre si et statement si jc * &£-. *a lffi3: ' 

lbs elements d'uftt Famille- libre sunt deux a deux, distincis. 

■ souie surdamilled'une famille lute est Nee. Tome suus lamilli 1 dune famille libre est libre. 

■ Une temple i tj ) te \ tsi Ike si et stutement si il existe une terni! le lAj\> / de scalarres-, de 
support fini non vide, lelF* que ^ Xcfl ■ 0 E , 

tel 

■ une Imilletaht j est lice si et seulerwit si il cxiste kh Mel que ct sail combinaison 
lineairedela famille (cl^;^). 

PlopiMi 4 - , 

Sdt Et F des K*espaces verton els et u e S'l E. F>. 

5 ) Si {c(> ref fit one faroille litt dt E. alorsfufcirttfcp est une lamille lice efte F. 
b ) Li injective el tciJt- ; famille libre de E. impliqoeque i uta^rei est une famille libre de F, 

Ptupriete 5 

SciUfijlle r une temiile libre de E Et JE 1 tel que les vecteursde {jcji cj {cj, fe f} 5oient lies. 

Alprs * est combinaison lineaire de (tOrt t d'une mantere unique. 



4 , Bases 

■ Une base de £ est une Famille- ( .t* j d^lenoents de E qui est A la fois libre et generatrice de E, 

■ Une ramllk (Stilt j est base de E si el stulementsi e'est <w famille libre maximal*. 

. Une fa mi lie ( bi j est tme base de E si el seulement si e'est une famille generatrice mini male. 

5* Coordonnees 



1 La lamil it tfei 
LMrtkmfieei de 0 £ «t la 
fii'vlte fLU. 



\b 



Propiikfn^ t> . .. . 

Suit 1 ,bi 'i-j une base de E. Pour Idut vecteur x e E P il ttflste une Famille t)trl j!: r et une Stele, 
de support (ini, telle que Jf - ^ Xil** 

te| 

Pour tout x € E, la famille du tbeoneme ci-dessus est appelee la famille des 

courdennees de x dans la base ^ l21 ' 

5ixv*0 & avecJfa SuppUjlfc*, on a ^ = =* V" Mai- 

tel II J 

hqpdni 7 _ . . _ _ 

determination d'une application lineaire 

^ cat E et F des K-epod vectoritls, ( k* j fe j unt base de £ et (c* V. j e P T . 
a M I exisle une application liniaiit et unt stole rp de E dans f telle que ; V j f i, ip( fj() = 

:b S est injective si et seulement si (]ci) je j est une famille libre. 
t ) if. ost surjective si ei seulement si (cr)j t j est une fami lie generatrice de F. 

d ) f Bit un isonheupbisme Si 01 seuleinenl si est unu bast de F. 

1 

['application * est determinee de la mantete snivante ; 

pour xf= E, de coardonnies ( ^ ) to /, ^(jr> = ^ ^ ^cCr- 

— Copyrighted mater ial 




FamllLfri lib«i, Baws -DlmtnsuHi !. 



Example i> Dans le R-espace vkIomI SI 1 *. la fa-milk F ■ y r iW r dei fonclrons fa ; * a 

St libnfi. 



Soit < ac) JC [ j # [ unc familk fink de r£eh deuK. a denis disti<ncts et tfo, x e „ une sous-tamil le 
fink de F. Sait alcrs une fami Ik C X i )*. ( , p j de sea laines tel k que : 

p p 

Y Jitfaj * 0 c'«.t-i-dirE V* a Aj 1* - dj| = C- 



hi 

S'M enistait k t >J ] . p li tel que A^ * 0. cm 




Dr / ak rr Fit pas derivable er< fi k alnrs qua les ^-j Snnt derivable^ en pour i r k . 

Par suite, on a X, * 0 pour tout ie E 1, pi et toute sous-famiHefinie de(/iii> Je ,| lmf . , est fibre. 
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* Dimension tinie 



^ 1 ' barn (s tas ron- 

ijdi-H on a? quit kil rte 
e-mention irlinit 



' Tftflp 1vnf« ItiT 
est de cardinal m plus n. 



fc, ParcMivemtafl, 

I'npace wctnrw) mil a peer 
dirnffiRSP 0, 



IkifinUJon li 

Un K-space vector iel si de dimension fink quandil a une familleg^neracricefink. -* ,25 ' 



fmpnprr ft 


tout K-Space vectoriel non nul de dimension fine admer une base time. 


_. PrOprl£tf tl 


Si un ft-espace vectoriel E admet une famile generaflice de cardinal n„ alors toute famiile 
d'au moins ji + 1 Yeeteurs est IkE. *4 12,11 


IropriM lO 


Theorems de fa dimension 

Dans un K-espaee vectociel E non nul et de dimension firwe, touts le base ont le mtnne- 
ndmbns d'elementc 


TVhmmrin 0 


Si E et un K'«paee vectoriel non nul de dimension tinie, le nornbre d'ekments dune base 

est appek la dimension de *-•• ,aTt 

II est note dim:, e ou dun E s"il n'ya pas d'ambiguik, 


Pmniripif t 1 


Theorems d'echangc 

Soil E un K-eSpaCe vectoriel non nul de dimension rt. 

Si L et G sent des parties de E respect'rvenwn.t libre et gerkrafrke, on peut c&mpletcr la 
lamille L par des &frments de C pour obtenir une base de E. 


TTwriri'-mr 1 1 


Des K-espaces vectoriel s de dimensions finies soot isomorpfes si et seulement si ils ont la 
meme dimension. 



Ktfiharu ue 



£ Bit de dimension tinie et si F Bit un K-espace vertGriel isomorphe a £ r alors F est de 
dimension fink et dim F ■ dim E. 






Chdptae I . ElflcILt'! <Xp M I hL d Li U I ! ^- liliedI Pl 



Pwpfiftc \2 

Ormension d 'un sous-espace VBCtoriel 

Un suus fjpuna VELturifr! F d' un A espuie vfectoriel E«-t de dimensi-cm fi me. 
On a dim F * dim £ el dim F = dim E si elietiletnemsi F = E. 



‘llstLlfyrViV ]2 . . 

Dimension d un produit 

5i £|.Eo. . . . r E„ sont dfs K«pKt! vectoriels de dimensions Finie^ r-espdse produit 

f\ rl ri 

J Ei = £% x fig x . . . K &, est de dimension finie el ; dim ^ dim E: ■ 

l«i r>i j=i 

Quond n = 2, E] * {0^} et iKj * {0^} , s.i une h** de Ei et 

(es j) est une base de Eb, une base de E* % E- est 

'■ A^j'Fia 

{ (t-l I .Oj5,). h (ei.n L lOfik)' t^Ei ' ■ ' .(Og, - CSLrts)) 

Thftirimc 15 

Dimension do jt‘|E, Fi 

5i E el F sent des K-espaces vecloriels de dirwnsions Tinier i:{E, f) est de dimension finie : 

dim SHE, Ft m dim E dim F, 

Soit (ej) et des bases deFetFrespectiiremwit. 

Une base de ift'E. F> est ators oil les ^ son! les elements de -f(E. Fi carac- 

Kj-in 

terisis par Vfc e D l . rt D . ip# i> k ) = & ^ 

Keiilurques n n 

1 ) Soit u e FJ r en posani u (*j] - ^ on a u * ^ ^ a^ir 

W f- 1 >1 

A = [nyj est la matricide u par rapport oux bases el t/c>| 

p n 

1 J En notant Kj, les malr cet etementaireV on a A = £ £ 

&wi j-i 

Eiy est la malrke de ® S r par rapport aunt bases (^)j^u et tfi), 

*i<p 



D. Somme de sous-espaces vectoriels 



^ ,i & 1 c* as a Stt tr*tf 
en pnemiiie anoie. 



< 1 , H2&l Fl «l Ip uu- 
eieaoe rtcinnel tn}trrit 
par FiOfi- 
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1 * Somme, samme dlrecte de deux sous-espaces ^ 331 

Soil F] et F^ des sous-espaces vectoriels d'un i^-espace vectoriel e. 

I . I — Somme 

■ La somme de F] et F% esl I'ensemble Fi + F% ■ |*| + ^ | *| e F\ . e Fj}. ^ ym 

m ^ F[ etF 2 sent tk dimensions fmies : dim (F, + = -dimF] + dim P 2 — dim | F| n F|) , 

1.2— Somme dircctc 

a La lomme f, + F-i est directe lorsque Fj ri Fji = {O f: [ - an la note alora F T ® F^- 

■ L-j sommo Fi + Fi est direcle si et seulement st pour chug jc xe f l +■ F 2 , 

i I esisle un unique Cxi . ^ & F| * Fa tel que k • + X2 . 

• La somme Ft +■ F 2 esl directe si et seulement si I'application $ de F t m F 2 dans E, 

ip ^ (jf|. xjj;} •-* arj + ^ n est injectiirt. 

■ La sum ine F, + Fg est directs si et stulen enL si 

pour lout e F-l x F 2r + j#& = Ug «=s xt = Xj =d£- 

nonvriiihtfld material 
"■■ 1 




(■ «1 «n fji* ^ 1 , 



ti tfiboremE ft lr 
VLTiant tint etf vus rr MPSl 

rtttSI. 



(aa *a tirilui a^fM- 
mrnl.urr dc I m /, I’.ippli- 
tdlion/ Us CJ LI.111L Jiri f 
indmlr par J nt un Isumar- 
phisme 



m> Lf! pnfKm 
sent Unewmenr repns au 

pdr^'dyht' SuwdnL 



. | qj | 

*$■ Mi iuftMii 

de dlmemnon fine. 



^ 1551 ii en eitlsK un, oar 
dfifiribon dfc la cadrneniion 
fin* p::m /*". 



S«HH di 50U5-«pKteVeil)OT*t 



1,3 - Sons -^spaces supplt:mmiairt:s 

Soil Fir Fg dw EOUE-HfWW d*Mn K-wpace wectpriel E elspf ^(F| x F>. tij, * - U] , +*& ■ 

n F] ft sont supplemental res dans K lorsque F t ^F a = h.', c'esl^-diffl si ft SSulenwnt si : 

Fi + Fg = E Ot Fi i^vFa “ fOg} 

. Les sous-espaces Ft et F a sent supplemental dans E lorsque I'appikation *- est bijective, 
done lorsque pour tout E, il e*iste un unique tai . .<3 1 c F] x Fj tel que x * ^ 

■ On suppose £ = Fj 0 F*, L'application it - r E -* Ft x % x >— x } + x> Zr oL (jf] , jq) est 
I'unique couple de Fj x F? tel que x * *1 * , est lineaire- ^ ,,M " 

ThitfMt'mc 14 

Caractec Nation d'une appl ication I ineaire ■ ; L 

Si E et F sent des des b-espaces wetorieh, ators / e K, F) est caracterisee par $e* 
restrictions a des sous-espaces A et supplemental dans e. 

Theorem? 15 

Theareme noyau image 

Soit £ et E' des K-espaces wctoriels, P&ur tout / s SftE, £'}, Imj est rsomorphe a rout 
supplemental cfa Km/, ^ 



■ PH) prieto 1 3 — 

Des soLS-pspaces -ii et (?' supplementaires dans un K-espace vectorial £ d'un meme snus- 
espace wertoriel F sopl isomnrphes. 

Soit p- la projection sur G parallelement A F, On a Keep ■ F et Imp ■ G. ^ ' u ' 

Le theorems noyau-image assure stars que O’ esl isomorphe a G. 



2. Codimrasion 



Lietininon IU . _ . . 

Etant donne un K-espace rectoriel E, on ditqu'ur sous-esoacevectariel est tfe codimension 
finie quand il admet un supplementaire de dimension Finie. • ■ ! 



Propriety 14 ^ ^ — . . . , . 

5i F esl un sous-espace de tadiniension finie d'un K-eipaCO vectorial E, atars 10US les 
si^plementairel de F dans E uni la merne dimension. 

i%" Soit ti un supplementaire de dimension finie de F'dans t". "± 135 1 

Si G J est aussi un supplementaire de F dans E, alters G et G* sont isomorphes. 

1 1 s J ensuit que C est de dimension finie erdim C ■ dim G- 



Ix^iourtin 1 1 

Si F est un sws-espace de codimenskm finie de E, la codimension de F est la dimension 
d‘un supplementaire G de F. On note codim E F ■ dim C. 

Corollaifc „ 

Si E est un K-«|>xe vectorie de dimension fin e, atars tout sous-espace vectoriel F est de 
codimension finie et codum£ F = dlmE - dim F, 

tlvneralan^ 

les hyperplaits sont les sous-espaces qui admetrent un supplementaire de dimension 1, 

Ce sont done les sws-espares de rodimension egeta a 1- 

Hnnwinlntp 





(.hspro 1 ; Espjoss «doneli AppIkatHwslInGaiies 



Exetnple 7 Sousespaces supplernentasres dans S 1 XJ. 

Sort Klf.\ ] rRpflfevertorit! des ptolyndmes a coefficients dans K, rt un entier nature! et te n |xj 
I? sous-espaee vcctoncl ronmt des pc-lynd*nvs de deqri- inf4ri*ur uu km I a n. 

Soit p uapoljnwrne fixe dte degre egal a n + 1 ; a! nr, I'ensemble PK [XI des multiples de Pf 5 ( 
-un SO j< iSpOoL' veclOrtfrl de K|XJ, de todirt'erti un fisfiie 4galu 4 jt. 

■ P K \X] torn lE-nl le polynorri- nul.. lil esI done non vide. 

Pour tow pp Ll F&2 elements die P K Ixl et taut (X tr X 2 ) c fc 2 r on a : 

A^f^i + = P(.^]4?i + * 3 ^ 3 ) avec ^|jJ] + K[X], 

done AiflQi + PK|X]. 

- Pour tout A t K|X|, !* division eudidienne de A par F donne ("existence de deux paHynomes 
Q et R lels que L {I} A = fi + P£J et (2) deg ft < de^P ou ft = 0. 

La condition ( 2 ) se lit aussi R€ Ki t [X] et alors (1) donne K[X] ■ &MXj + P K LXl- 
D'autre part, pour tout U non nul de p K ixj, ao a : 

rff:g y ^ deg P e'est-a-dire deg [/ > ti + 1 
et pour rout u non nul die K n |x|, deg u ^ n, II m risulte que K. n [x] n P K [x] = { o^i*] } . 
Finalemem K|X| = K„[X] $• Ptt lx]. 



3 * Projecteurs et involutions lineaires 



^ ljftl On dit ausii 
enflbmofphisme hfemfwUfflt 



3-1 - Projected rs 

■> Un proj ecteur de E est un endomorphisme p de E tel que p 2 = p. ** ' 

■ Pour tout projecteur p de & on a ft = Imp ® Ke-r p, 

* Si p est un projecteur de E, Im p est renwmble des invariants de p : lm p =* { jte E / pU) = jc}. 

■ Soil p e alurs p est un projecteur si et seulemeni si lilp- -p est un projecteur. 
m Si p est un projecteur de E t lm p = Ker (Id^ - p) t Ker p = Im ( ld£ - p) . 

m Si A et H sunt deux SDUs-espaces vectoriels supplementairei dans K, pour tout >- de K, il ex Vf 
un unique Cxi, a^eA* Ftef que x ■ *1 + 

Lh applications : 

p : E -r E i x — n x ] 
et 0 - £ — r ^ x *-* *>i 

sent des prc iE-ctejrs tels que l 

Imp = Ker q = A 

lm q = Ker p = B 

p + q ^ ldc - prjq=q4jp = 0 

p (msp. q) est appele projertimi sur A <resp. Fi) 
par-jllt lemunt 4 B (rosp A). 




• Si p est un projecteur de E alars c r eit la projection sur lm p parallelement a IKer p. 

3.2 — Involutions lin£aires (ou sym^iries) 

■ line s.ymetrie de K est uin EncfcimtHphisme s f 'I\E) involulif, c'est-a-diins lei que .s a = IcIfc- 
Cest deme un aulqmprphisme tel que s~ l = s. 

m Sf e iff K I sst une symetne si et seulement si p = . ^ ( <t + Idf ) est un projecteur. 

La syneinfr s et le projecteur p son L dits assucies et on a : 

1 

P “ tj (5 + ld£ I s a 2p - Idf 

Imp = Ker ( s — Idg) Ker p = Ker (s + Idf j 

E a Int p ® Ifor p a Ker ( s - Id^) ® Ker ( $ + Id^) . 
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So'irr#* HHrs-PstKKVMDneh 



■ Si A t?c to sum deux scwS'espaces suppl£ffientair« dans E. pour (out x oe E. il exisle un unique 
, j^>e Ax h id que x = 



(application s^b : £->E, x-*x\-xt esc to 
symmetric JSMKieo au projecteur p AwB : x>-^x 1 . 

Sx.d est appd^e syrngtrie par rappprt 3 A. 
parallel amen [ a H. 

m Pour loule symelriE *-dp K, an posamt : 

A = {jc e E / itfje) = jc} (invariants de js) 

D ■ (* e E/sfjvl ■ -x] (dements transformer en letirs opposes) 
on a E m a © B et s est la symetri# par rapport i A parall element a B. 




4* Somme de n sous-espaces vecioriels 

F* r F> r — , Fti Stint dtfi SOuS-ttpatfiS ueddriels J'uri K-esp&te uecidriel K. 

4,1 - Somme 

Definition 1 2 

On appelle somme des Fh l sis rt, et on nole F\ + F* + . + F r , ou Y Ft 

n l«Kr» 

fensemble des verteurs Y, x, oil pour tout ie 1 1. n|, d^crit F, u 

i-t 

Proprita! 15- 

^ : F| x JCj x , l , x Fn -* ^ (Jf|. ' - " Xn 1 1 ~* je t + ie% + » i « -t- JCn esl Imfcaire. 
Smi image esc F x + F 2 + . - . + F n qu est done un sou&espace ve«ciMi»l de E. 



htipdjui lft 

Fi + + ■ ■ ■ + F n est le sws-espace vectoriel de E engendre par IJ Ft, 





i® 



■ FtetK tout i e El.nl el tout F : en tefivam xt = 0+ , . , + G + x ( + 0+ . . . + □ avec 
(0. • . ■ . 0. xt . 0. ■ - ■ . 0) £ Fi x Fj x ■ . = x F n , on pcouw que jo e F 3 + Fa + * ■ ^ + F n . 

Aii«)i Vic [] 1. n 1, Y FfDFt done ^ Fi 3 |^J Fi et, puisque Y Fi est 
un sous^Mpate (nettariel de- E, on a Fr =i Vect £ |^J . 



- Pour tout AQ t >eFi3sF lt x . r . stFn, xj . ^ , . , Xn santdam [J F it 

l«Kn 

done appartiennent a V*tt ( [J F< j et puisqu'il s'agit la d'un sous-tspace vectoriel de E t 

Hl4n 

on a*! +Xi + r r - +^, z Vcrtj^ I^J FiJ,Ainsi ^ FccVcrf.^ [J FiJ. 

i^r^n 



4/2 - Summit: diruttc 



[JuHiildoo 13 

la Somme ^ F, «t dir«te lorsque : Vjc [LnD. F) ri Y. 

l>r*in l^c- n 

On note alors : ^ F| oti F] ® F^ © Fj ® - , , © Fn . 



